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1第1章
序論
1.1背 景
近年 のイ ンター ネ ッ トサ ー ビス の発達 とス マ ー トフォ ン ・パ ソ コンの普及 に よ り,個 人 に
よる情 報 の発信 や その情 報 の収 集 が手軽 に行 え る ようにな った[1].現代 社会 で は,ス マ ー ト
フォ ン ・パ ソコ ンを通 じて個 人 か ら個 人 へ の連 鎖的 な情 報 伝播 によ って社 会全 体 に情報 が 拡
散 しや す くな って い る.そ の結 果,新 商 品や 新名 所 な どの情報 が,日 常 会話 だ けで な くSNS
(TwitterやInstagram等)を通 じて個 人間で 連 鎖的 に伝播 し,社 会 の 中で注 目を集 め る よ う
になって い る.し たが って,こ の ような情 報伝播 の特性 を分析 す る こ とがで きれ ば,新 商 品や
新名所 に対 す る宣 伝戦略 の立案 な ど様 々な局面 で役立 つ と考 え られ る,
友人 間や企 業間 な どの情 報 のや りと りを分析 す る手段 として,ネ ッ トワー クで モデ ル化 す る
方法 が しば しば用 い られ る.ネ ッ トワー ク とは ノー ド 〔node}と辺(edge)によっ て構 成 され
るシス テムで あ る.実 世 界 には,人 や事物 をノー ド,そ れ らの関係性 を辺 とみ なす こ とに よ り
ネ ッ トワー ク として捉 え られ る構 造が数 多 く存在 す る(ex,WWW,イ ンター ネ ッ ト,友 人関
係,神 経 回路,交 通網 な ど〉.これ らのネ ッ トワー ク は一般 に,大 規模 か っ複雑 な構 造 を して
い る こ とか ら複 雑 ネ ッ トワー ク(complexnetwork)[2]と呼 ばれ,情 報 学[3,4,5,6]をは じ
め,工 学[7,8,9],社会 学[10,11,12],生物 学[13,14,15,16,17]など分野 を問わず盛 ん に研
究 され てい る,特 に,こ れ らのネ ッ トワー クの 中で も友人 関係 のネ ッ トワー クや企 業間 の取 引
ネ ッ トワー クの よ うに,我 々の社 会活動 と密接 に関わ ってい るネ ッ トワー クは社 会 ネ ッ トワー
ク と呼ば れ る[18,19].ネッ トワー クで は一般 に,構 成要 素単体 の性質 で はな く,こ れ らの相
互関係 に よって生 み出 され る性 質が本 質的 にな るこ とが 多い.そ のた め,我 々 の社 会 活動 と密
接 に関わ ってい る社 会 ネ ッ トワー クは興味 深い研 究対象 であ り,そ の構造 的特性 や動 的特 性 を
分析 す る研 究が精 力的 に行われて い る[20,21,22,23,24,25,26,27,28,29].
ネ ッ トワー クの構 造 的特性 や動 的特 性 を分析 す る手段 と して,ス ペ ク トラル グラ フ理 論が 広
く用 い られ てい る[30,31,32,33].スペ ク トラル グ ラフ理論 で はネ ッ トワー ク構造 を隣接行 列
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図1.1:社会 ネ ッ トワー クの例
や ラプラシァン行列な どで表 し,その固有値や固有ベ クトルを分析す ることでネッ トワークの
特性 を代数的に分析す ることができる[37,38,39,40].この理論を社会ネ ットワークの特性分
析 に適用す ることを考 える と,まずは社会ネッ トワー ク構造を行列で表 さなければな らない.
しか し,社会ネ ッ トワークは,一般 に図1.1のように大規模であるために行列が巨大になるだ
けでな く,行列 の成分を決めるために必要 となるリンクの重み(個人間の関係の強さ)は単純
に個人間でや りとりする量や回数で与 えることがで きない.そ のため,ス ペ ク トルグラフ理論
の適用以前 に,社 会ネ ットワーク構造を行列で表す段階で困難 を抱えていることになる.
ランダム行列 とは行列の成分が乱数で与えられる行列であ り,量子力学において大規模 ・複
雑 な構造 を分析 する際 に用いられてきた[43,44].量子力学で は,原子核の周 りに存在す る電
子の軌道 を計算する際 に,行列 を用いた定式化が利用 され る.しか し,ウ ラニウムのような原
子番号の大きな原子では電子が多数存在 し,電子間の相互作用が複雑であるため,軌道計算に
必要 とな る行列 の成分 を決めることが難 しい.そ こで,複 雑な相互作用を正確 に記述すること
を放棄 し,行列 の成分 を乱数で与えた上で,大 規模 ・複雑な構造が持っ普遍的な性質を考察 し
ている.
前述 したように,社 会ネ ッ トワークにおいて も行列の成分 を決めることは難 しい.そ こで,
量子力学 と同様 にネッ トワーク構造 を正確に与 えることを放棄 し,ネ ッ トワーク構造をランダ
ム行列で表 した際に現れ る普遍的な性質を考察すれ ば,社会ネッ トワークを含む様々なネ ット
ワークが共通 して持っ特性を明 らかにできるのではないだろうか.
1.2目 的3
1.2目 的
本稿では,社 会ネッ トワーク上の情報伝播特性の分析 を目的 としてい る.ネ ットワーク構造
が既知であ るな らば,ネ ッ トワーク上の情報伝播特性 を分析 することは容易であ る.し か し,
前述 したように社会ネ ットワークは,リ ンクの重みを含 めた詳細なネ ットワーク構造を得 るこ
とは困難であるため,構 造 を既知 とした分析は現実的ではない.そ こで,ま ずは,ネ ットワー
ク構造 を適当に与 えたランダム行列を用 いて社会ネッ トワークを含む様々なネ ットワークに対
して共通する普逓的な性質(ネ ッ トワーク構造 に依 らない性質)が 存在するか どうかを明 らか
にする.
次 に,明 らか にした普遍的な性質を用いて,社 会ネ ットワーク上の情報伝播特性を分析 す
る,こ こでは,情 報伝播特性 として,社 会ネッ トワー クにおける情報 の伝わ り易さを対象 とす
る.情報の伝わ り易さをランダムウォークの初回到達時間の期待値で定量化 し,普遍的な性質
を用いれば期待値が簡単な式で計算できることを示す.
1.3構 成
本稿の構成 は以下の通 りである.2章 では,本 研究で扱 う基礎知識 として,情 報伝播特性 に
関係す るラプラシアン行列,複 雑 ネッ トワークの代表 的なモデルであるERネ ットワー クと
BAネ ットワ 一ーク,及 びWigllerの半円則を説明する.3章 では,ネ ットワー ク構i造を表すラ
ンダム行列の生成方法,及 び社会ネ ットワーク分析に適用できるか どうか(普 遍的な性質が存
在するか どうか〉の検証結果を説明する.4章 では,本 研究で用いる情報伝播特性の指標 につ
いて説明 した後,3章 の結果を用いて社会ネットワーク上の情報伝播特性 を分析 する.5章 で
は,本 稿のまとめ と今後の課題 について説明する.
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準 備'
本章では,本 研究で用いる幾つかの基礎知識 を説明す る.
2.1ラ プ ラシ ア ン行 列
グラ フには,リ ン クの 向 きを考慮 しない無 向 グラフ(undirectedgraph)とリンクの向 きを
考 慮 した有 向 グラ フ(directedgraph)が存 在 す る.ま た,グ ラ フはネ ッ トワー ク とも呼 ばれ
る.ネ ッ トワー クの構 造的特性 や動 的特 性 を分 析す る上で は,ネ ッ トワー クを代数 的 に扱 うた
め に,隣 接行 列(adjacencymatrix)やラプ ラシア ン行列(Laplacianmatrix)を用 いて ネ ッ
トワー ク構 造 を表 す こ とが一般 的 で あ る.こ の とき,こ れ らの行 列 は,ネ ッ トワー クが 無 向
ネ ッ トワー クの場合 は対称行列(symmetricmatrix)にな り,有 向ネ ッ トワー クの場合 は非 対
称 行列(asymmetricmatrix)にな る,対 称 行列 は,非 対称行 列 に比べ て代数 的 な取 り扱 いが
容 易で あ るため,ネ ッ トワー クの特性 を分析 す る上 で は,無 向ネ ッ トワークを仮定 す る ことが
多 い.そ のた め,本 稿 で は無 向ネ ッ トワーク を扱 う,
ノー ドの集合 をV={1,2,.,.,n},リンクの集合 をEと す る.こ こで,π 個 の ノー ドか ら
な る無 向グ ラフG(V,E)を考 え る,グ ラ フGの リンク構 造 を表 す正方行列Aを 隣接行 列 とい
い,グ ラフaの 隣接 行列A=[Aij]は以下 の よ うに定 義 され る.
A・」・一{:1'i」 ((氏ゴ)∈E)
〔(i,の≠E)
(2.1)
その際Wij>0は リンク(i,のの重 みを表す.ま た,Gは 無 向グ ラフなので隣接行 列Aは 実
対称行列AijニAjtであ る.次 に,ノ ー ドi(iニ1,2,_,n)の重 み付 き次数 を 偽 とした と
き,グ ラフGの 次数 行列(degreematrix)D=[D¢ゴ]は以'下の よ うに定 義 され る.
砺 一{誹ゴ (琶=ゴ)
(琶≠ ゴ)
(2.2)
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図2.1:単純な ネ ッ トワー クの例
図2.1で表されるようなグラフが与 えられた とき,こ のグラフの隣接行列A及 び次数行列D
は以下のようになる.
A一齢D-(繭
隣接 行列A及 び次数行列Dを 用 いて,ラ プ ラシア ン行列Lを 以下 の よ うに定 義す る,
Ll=D-A(2.3)
ラプ ラシ ア ン行列 は グラ フラプラシア ン(graphLaplacian)とも呼 ばれ る,図2.1で 表 され る
よ うな グ ラフの ラプラシア ン行列Lは 以下 の ようにな る.
L-(=ili勤
前述 した ように,隣 接行列Aは 実対称行列であ るので,そ こか ら定義 され るラプラシアン行
列Lは 実対称行列である.し たがって,ラ プラシアン行列Lは 以下の性質が成 り立つ.
・固有値 は π個あ り(重複する場合あ り),全て実数である.
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・異な る固有値に属 する固有ペク トルは互 いに直交する.
。n本 の長 さ1の 固有ベ ク トルによって,n次 元空間の正規直交基底 を張 ることが可能.
また,ラ プラシアン行列 五 の固有の性質 として以下が成 り立っ ことが知 られている.
・ 最小 固有値 は0で あ り,そ の 固有値 に属 す る固有 ベ ク トル は全 要 素が 等 しいn次 元 ベ
ク トルで あ る.
・ 非連結 グ ラ フの場合,最 小 固有値0の 重 複数 はグ ラフの連結成 分 の数 と一 致す る,
・ 第2最 小 固有値 は グ ラ フの つ なが りの 強 さ を表 し,代 数 的連結 度(algebraicconnec-
tivity)と呼 ば れ る.ま た,第2最 小 固 有 値 がoに 近 い ほ ど グ ラ フの 連 結 性 が 弱 い
[33].
。 第2最 小 固有値 に属 す る固有 ペ ク トルは フィ 一ードラーベ ク トル(Fiedlervector)と呼 ば
れ,フ ィー ドラーベ ク トル を分析 す る こ とで クラスタ構 造 を抽 出 した り,ク ラス タ問 を
結ぶ リン クを特 定す る こ とがで きる[34,35,36].
ネ ッ トワーク 上の拡 散現象や 同期現 象,及 び ランダ ムウォー クな どのネ ッ トワー ク上 の動 的
特性 を分析 す る上 では,ラ プ ラシア ン行列Lを 次 数行列Dで ス ケー リング した正 規化 ラプラ
シア ン行列(110rmalizedL,aplaciallmatrix)NがJ・1iいられ る こ とが あ る[37,47,48,49].正
規化 ラプ ラシア ン行列Nは,ラ プ ラシ ア ン行列L及 び次 数行 列Dを 用 いて 以下 の よ うに定
義 す る.
N:=D-1/2.LD-1/2
=■_D-1/2AD-1/2 (2.4)
ただ し,1は単位行列 である.式(2.4)より,正規化 ラプラシアン行列Nは 隣接行列A及
び次数行列Dに よって定義 されているため,正 規化 ラプラシアン行列Nは ネ ッ トワー ク構
造 を表 した行列である.ま た,隣 接行列Aは 実対称行列であるので,そ こか ら定義 され る正
規化 ラプラシアン行列Nは 実対称行列である.図2.1で表されるようなグラフの正規化 ラプ
ラシァン行列Nは 以下のようになる,
N-(1-1/3-2/>廊o-1/31-2/>/150-2/VI5-2/>廊1-1/・/5
00-1〈/唇1)
正規化ラプラシアン行列Nは 実対称行列 であ るため,正 規直交固有ベク トルqsを 並べた直
交行列Pに よって対角化が可能である.
」P-1NP=diag(A.)1≦s≦-nニA (2.5)
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ただ し,正 規 化 ラプ ラシア ン行 列Nの 第5番 目 の固有値 を λs(λ1≦ … ≦ λs≦ … ≦ λn)
,λsに 対 す る固有ベ ク トルを規格化 した ものをqsと す る.し た が って,正 規 化 ラプラシア ン
行 列Nは その固有値 λを対角成 分 に並べ た対角行列Aと 直交行 列Pを 用 い るこ とで,以 下
の よ うに表現 で き る,
N:=PAP-1 (2.6)
式 〔2,6)より,正規化 ラプラシアン行列Nは その固有値 と固有ベク トルで表せ るため,正 規
化ラプラシアン行列Nの 固有値及び固有ベク トルを解析することはネ ットワーク構造を分析
することと同義である.ま た,正 規化 ラプラシアン行列Nの 固有値 は,ネ ッ トワークの情報
伝播特性 に大 き く影響することが知 られている[50].詳しくは4章 で議論する,
2.2ERネ ッ トワーク とBAネ ッ トワー ク
ERネ ッ トワー ク とBAネ ッ トワー クは,複 雑 ネ ッ トワー クを表 す代表 的 なネ ッ トワー クモ
デルで あ り,多 くの研 究で用 い られ てい る[51,52,53,54,55].
ERネ ッ トワー クはERモ デル[22]によ り生成 され たネ ッ トワー クであ り,ノ ー ド間の リン
クが一 定 の確 率Pで 張 られ た ネ ッ トワー クで あ る.ERネ ッ トワー クは以下 の手順 で生 成 さ
れ る.
1.ノー ド数nと 平 均次数 〈k>を指 定 す る.
2.ノー ド間の リン クを張 る確 率Pを 以下の ように定 義 す る.
㈹
P=n -1
3.各ノ・一 ド間 の リンクを確率pに よって リンクを張 るか どうか決定 す る.
(2.7)
上記 の手順 によって生成 され たERネ ッ トワー クの次 数分布 を図2.3に示 す.た だ し,ノ 一ード
数 η=1000,ノー ド間 の リンクを張 る確率P=0.03と した,図2.3よ り,ERネ ッ トワー ク
の次 数分布 は釣 り鐘状 を して お り,次 数300付近 の ノー ドが 多数存在 す る こ とが わか る.こ の
こ とか ら,ERネ ッ トワー クは特別 な ノー ドが存 在 しない ランダム なネ ッ トワー クで あ る とい
え る.そ の ため,ERネ ッ トワー クはネ ッ トワー クの特 性 を比較 す る際 の基準 として よ く用 い
られ るネ ッ トワークで ある.
BAネ ッ トワー クはBAモ デル[25]によ り生成 された ネ ッ トワー クであ り,ERネ ッ トワ 一ー
ク とは異 な り,ス ケー ル フリー性 を有 す るネ ッ トワー クで あ る.ス ケ ール フ リー性 は,社 会
ネ ッ トワー クが 持つ 重要 な特 性 の一 つで あ り,次 数分 布 がベ キ則P(k)ock-Vに従 うとい う
性質 が あ る[56].特に,BAネ ッ トワー クの次数 分布 はP(k)ock-3に従 うこ とが知 られて い
る,ま た,次 数 が極 端 に大 きい ノー ド(ハ ブ ノー ド)が 存在 す る.ハ ブ ノー ドはネ ッ トワー ク
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図2.2:ERネ ッ トワ ー ク の例
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図2.3:ERネッ トワー クの次数分 布
上 を伝播 す る感 染症 に対 して も重要 な役 割 を もつ こ とが報 告 され てい る[57,58].さらに,こ
れ らの特 徴 か らスケ ール フ リーネ ッ トワー クは頑強 性 と脆 弱性 を併 せ持 つ こ とが知 られ てい る
[59].BAネッ トワー クは以下 の手順 で生成 され る.
1.no個の ノー ドか らな る完全 グ ラフを生成 す る.
2,2ERネ ッ トワー クとBAネ ッ トワーク9
図2.4:BAネ ッ トワー クの例
2.現時点 の ノー ド数 をntと した とき,既 存 の ノー ドの中か らnm個 の ノー ドを以下 の確
率 恥 で選 択 す る.
砺(2
.8>Hiニ
Σ払 、海、
ここで,た 勉は ノー ド歪の次数(リ ンク数)を 表 す.
3.nm本 の リンクを持 つ新 たな ノー ドを追加 す る.
4.n,,,本の リンクを手順2で 選 択 されたn、n個の ノー ドに接続 す る.
5.手順2～ 手順4を 目的の ノー ド数 ηに なる まで繰 り返 す.
上記 の 手順 によ って生成 され たBAネ ッ トワー クの次 数 分布 を図2.5に 示 す.た だ し,ノ ー
ド数 π=1000,nm=20と し,両 対数表 示で分 布 をプ ロ ッ トした.ま た,比 較 のた め にベ キ
指数 一3の 直線、を同時 にプ ロ ッ トした.図2.5よ り,BAネ ッ トワー クの次 数 分布 はべ キ則
P(k)ock-3に従 うこ とが確 認で き る.
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図2.5:BAネッ トワー クの次数分 布
2.3Wignerの半 円 則
Wignerの半11]則は,ラ ンダム行 列 のスペ ク トル密度 分布 に見 られ る普遍 的 な性 質 の一 っで
あ り,E.P.Wigllerによって提 唱 された[44].ランダム行列 とは,行 列の成分 が確率 変数 で与
え られ た行 列 で あ る.こ こで は,n×nの 実対 称行 列Xニ[Xiゴ]の 成 分Xij(ゴ≧i)が それ
ぞれ独 立 で 同一 な確 率分 布関数 に従 う乱数 で与 え られ てい る とす る.す な わち,以 下 の ような
行列Xに つ いて考 え る.
一一(驚:ii∫カ:…i- ξカ:3)四
た だ し,Xiゴの奇 数次 のモ ー メ ン トは0で,分 散 を σ2とす る,ま た,行 列Xが 与 え られた
とき,そ の 固有値 のサ ンプルを λi(i=1,_,n)とす る.こ の とき,λi/〉「nの密度 関数 を考
え る.こ の量 は,行 列Xの 各成 分 を全て1/V5i倍した行列X/vXiiの固有値 で もあ る,し た
が って,,x,/VEの値 の分 布 を表 す密度 関数 ρ(λ〉は以下 の よ うに書 け る.
ρ(λ)一去書 δ(λ一涯)
ここで.δ はデ ィ ラックのデル タ関 数で あ る.
(2.10)
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図2.6:ランダ ム行列 のスペ ク トル密度 分布 とWignerの半 円分布
ランダム行列の次元数が十分に大 きい場合,一 つのランダム行列において も平均的な性質が
実現 され る自己平均性が成 り立つことが知 られている.こ の とき,規格化条件 鳶 ρ(λ)dλ=
1が成 り立つため,ρ(λ)を確率密度関数 とみなす ことができ,ρ(λ)は以下の式で近似するこ
とがで きる.
ρ(λ)・・{t■・a・vii'3i一期1嬬) (2.11)
式(2.11)の1λ1<2V伊にお け る,右 辺4σ2一 λ2が半 円の 式の形 を して い る ことか ら,こ
れ をWignerの半 円則 とい う.図2.6に,行 列 の成 分 を一様 乱数[0,4]で与 えた ラ ンダム行 列
のスペ ク トル密度 分布 ρ(λ)とWig皿erの半 円分布 万(λ)を示 す.図2.6よ り,行 列 の成分 を一
様 乱数[O,4]で与 えた ランダ ム行 列 の スペ ク トル密 度分 布 ρ(λ)はWignerの半 円則 に従 っ て
い るこ とが確 認 で き る.
文献[55]では,あ る条件 下 におい て,ERネ ッ トワー ク とBAネ ッ トワー クに対 す る正 規化
ラプ ラシ アン行列Nの スペ ク トル密度分 布 ρ(λ)がWignerの半円則 に従 うこ とが報 告 され て
い る.図2.7に それぞれ のネ ッ トワー クにお け る正規 化 ラプ ラシア ン行 列の スペ ク トル密度 分
布 とWigenrの半 円則 の例 を示す.た だ し,ネ ッ トワ 一ークの ノー ド数 は1000とし,ERネ ッ
トワー クのパ ラメー タをPニ0.3,BAネ ッ トワークのパ ラメ ータnm=10と した,図2、7よ
り,ど ち らの ネ ッ トワー クにお いて も正規化 ラプ ラシア ン行列Nの ス ペ ク トル密度分 布 ρ(λ)
が 固有値1を 中心 としたWignerの半 円分 布 戸(λ)にほぼ等 しい こ とが確認 で き る.
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図2.7=正 規 化 ラ プ ラ シ ア ン行 列Nの ス ペ ク トル 密 度 分 布p(λ)とWignerの 半 円 分 布 万(λ〉
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ランダム行列の適用可能性の検証
3.1概 要
本節 で は,ラ ンダム行列 に よって ネ ッ トワー ク構 造 を表 した行列 が社会 ネ ッ トワー ク分析 に
適用 で き るか どうか を検討 す る,社 会 ネ ッ トワー クの リン クに は重みが あ るが,リ ンクの重 み
を含 めた ネ ッ トワー ク構 造 を得 る こ とは困難 で あ る.そ こで,リ ン クの重 み を ランダ ムで与
え,普 遍 的な性質 が存在 す るか どうかを考察 す る.も し,普 遍的 な性 質 が存在 すれ ば,詳 細 な
ネ ッ トワー ク構造 を得 な くて も,普 遍 的 な性質 に基づ い て社 会 ネ ッ トワー クを分析 で きる.
文献[55]では,リ ンクに重 み の ないERネ ッ トワー ク及 びBAネ ッ トワー クに おけ る普遍
的 な性質 を明 らか に して い る,そ の性 質 とは,ネ ッ トワー クにお ける最 小次数及 び平均 次数 を
それ ぞれkmi、及 びkav,とした とき,嶋i、》kav,を満 たす場合 に正規 化 ラプ ラシァ ン行列N
の スペ ク トル密度分 布がWignerの半 円則 に従 うとい うもので あ る.
本稿 で は,社 会 ネ ッ トワー クへ の適用 可能 性 を明 らか にす るた め に,リ ンク に重 み が あ る
ERネ ッ トワー ク及 びBAネ ッ トワー クに対 して正 規化 ラプラシ アン行 列Nの ス ペ ク トル密
度分布 がWignerの半 円則 に従 うか どうかをi凋査 す る.
3.2ネ ッ トワーク構造 を表 したランダム行列 の生成法
本稿 で は,リ ンクの重み を乱数 で与 えたERネ ッ トワー ク及 びBAネ ッ トワ 一ークに対 す る
正 規化 ラ プラシ アン行 列Nを ランダム行列 として扱 う.そ の よ うなNを 以 下 の手順 で生成
す る.
1,文献[22]もし くは[25]の生成 ア ル ゴ リズ ム に従 っ て,リ ン クの 重 みが 全 て1と な る
ERネ ッ トワー クまたはBAネ ッ トワー クを生 成す る.た だ し,BAネ ッ トワー クの場
合,生 成 したネ ッ トワー クの リンクを確率1-qで ランダムに削除す る.
2,手順1で 生成 した リンク(i,のの重み ω毎 を,あ る確 率分布 に従 う乱数 で与 え る.
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3.リンクの重み 物 に従って隣接行列A,次 数行列D及 び正規化ラプラシアン行列N
を構成す る.
元 々の生成 アル ゴ リズム[25]に従 った場合,BAネ ッ トワー クで は最小 次数及 び平均次 数が一
定値 とな る.一 方 で,ERネ ッ トワー クで は最小 次数 及 び平 均次数 は確率 的 に変 化す る とい う
性質 が あ る.手 順1で,BAネ ッ トワー クの リン クを確 率1-qで ラ ンダ ムに 削除す る操作
を加 え る ことで,ERネ ッ トワー ク と同様 に最小 次数及 び平 均 次数 を確 率 的 に変化 させ られ,
ERネ ッ トワー クとBAネ ッ トワー クの結果 を同条件 で比較 で き る.た だ し,BAネ ッ トワー
クの リンクを削 除す る操作 は,BAネ ッ トワー クが有 す るスケー ル フ リー性 を消失 させ な い こ
とを調査 す る必要が ある.前 述 した よ うに,BAネ ッ トワー クが有 す るスケ ール フ リー性 の特
徴 として,BAネ ッ トワー ク の次 数分 布が 、P㈹ 〔xK'-3に従 う といっ た性 質 が あ る.そ こで,
BAネ ッ トワー クの リンクを削 除す る操 作 を加 えて も次数分布 がIP㈹ 〔xk--3に従 うか ど うか
を調 査す る.図3.1は,qニ0.5,0.7に対 す るBAネ ッ トワー クの次 数分布 を示 した もので あ
る.た だ し,ネ ッ トワー クは連結 で あ り,ノ ー ド数 は1000とした.ま た,比 較 のた めの実線
はq=1に 対 す る次 数分布1〕㈹(x鳶 一3であ る.図3.1を み る と,リ ンクを 削除す る本 数が増
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図3,1=qニ0.5,0.7に対 す るBAネ ッ トワー ク の 次 数 分 布
加 す る と最小次数 を は じめ,平 均 的 に次数 は減 少 して い るが,次 数分 布 の裾 の傾 きは削除す る
前 とほぼ等 しい こ とが わか る.し たが って,BAネ ッ トワー クの リンクを削除す る操 作 を行 っ
て も,BAネ ッ トワー クが有す るスケ ール フ リー性P(k)ock-3は消 失 しない といえ る.
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3.3検証結果 と適用条件
本 節で は,3.2節で説 明 した生成 手順 に従 うランダム行 列 のス ペ ク トル密 度分 布がWigner
の半 円則 に従 うか ど うか を実験 的 に調査 す る とともに,Wigllerの半 円則 に従 うための条件 を
明 らか にす る.そ の際 に,リ ン クの重 みが従 う確率 分布 として,一 様乱 数[0,4]および平均2
の指数乱 数 を用 い る.異 な る乱数 の結果 を比較 す る こ とで,乱 数 に依 らない普遍 的 な性質 を明
らか にす る.分 析結 果 は1000x1000のランダム行列 を50回 生成 し,そ の平 均 を とった もの
であ る,ま た,非 連 結 なネ ッ トワー ク となる こ とを防 ぐた めにP≧0,01及 びq≧0.5と す る.
図3.2は,ERネ ッ トワー クに対 す る リン ク存在確 率Pを 変化 させ た時 の最小 次 数の2乗
嶋i、と平 均次 数 ん乱v.を示 した もの であ る,pが 大 き くな るにっれ て 礪i、とka。eは共 に増 加
して い るが,礪inはkav.に比 べて増加 速度 が大 きい ことが わか る.ま た,文 献[55]で明 らか
にされ て い る条 件 嶋i、》kav.を満 たす には,少 な くとも 峨in>kav.でな ければ な らな いた
め,p≧0,03とな る必要 が ある,本 稿 で は,リ ン クの重 みを乱数 で与 え る際 に,平 均 値が1以
上 とな るよ うに設定 してい る.そ の ため,重 み無 しの次数 条件 嶋in》kav。を満 たせば,重 み
付 きの次数条 件d孟i、》dav已を平 均 的 に満 たす.し たが って,重 み付 きで あって も重み無 しの
次数条件 嶋h、》kav.を考 えれ ば よい とい える.
図3.3～図3.5は,ERネ ッ トワー クに対す るリンク存 在確率P=0.Ol,O.1とした時 に リン
クの重 みを指 数乱 数,一 様乱数[0,4]及び カイニ乗 乱数で 与 えた際 のそれ ぞれ の正規化 ラプ ラ
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シ アン行列Nの ス ペ ク トル 密度 分布P(λ)をヒス トグラムで示 した もので あ る.そ の際 ビ ン
のtanh及 び ビ ンの幅Whは それ ぞれ50及 び(λn一 λ2+o.2)/nhとした.ヒ ス トグ ラムで
は,見 やす さの ため に正 規化 ラプ ラシア ン行 列Nの 最 小 固有値 λ1=0は 除外 してい る.ま
た比較 のた め,こ れ らの図で は次 式で与 え られ る半 円分 布 を実線 で プロ ッ トして い る.
P(λ)一{8(蒋(牌 《圃1繍 詔(3・ ・)
式(3,1)は半 円 の中心が λ=1に 変 更 されて い るだ けで,本 質 的 に式(2.11)と等価 で あ る.
そ のため,本 研 究 で は,正 規化 ラ プラシア ン行 列Nに 対す るスペ ク トル密度 分布 ρ(λ)が式
(3,1)で与 え られ る 戸(λ)で近似 で き る こ とを,Wignerの半 円則 に従 う と表 現 す る.ま た,
Wignerの半 円分 布 万(λ)は正規 化 ラ プラシア ン行 列Nの 最大 固有値 λnを用 いた式(3.1)で
表 記 したが,固 有値1を 中心 として対称 とな ってい るこ とか ら,第2最 小 固有値 λ2を用 いて
半 円分布 を描 くこ とも可能で あ る.図3.3～図3.5をみ る と,pニO.Olではスペ ク トル密度分
布がWignerの半 円則 を破 ってい る こ とが わか る.一・方,pニ0.1で はス ペ ク トル密度 分布 が
Wignerの半 円則 に よ く従 ってい るのが わか る.し たが って,正 規化 ラプ ラシ ア ン行 列Nの
ス ペ ク トル密度分 布 ρ(λ)がWignerの半 円則 に従 うた めに は,pが 大 きい値 で ない といけな
い ことが予想 され る.
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図3.6は,ERネ ッ トワー クの リンク存 在確 率Pを 変化 させ た時 に,リ ン クの重 み を固定値
(Wiゴニ1),指 数乱 数(平 均2),一 様 乱数(範 囲[0,4])及びカイ ニ乗 乱数乱 数(平 均2)で そ
れ ぞれ与 えた場合 のスペ ク トル密度 関数 の誤 差率 ξを示 した もので あ る.そ の際 に,ス ペ ク ト
ル密度 関数 の誤差率 ξは次式 で計算 した.
・一毒 茎1ρ俵 穿)1×… (3.2)
ただ し,鳶 はs番 目の ビンの高 さであ り,xsは,s番 目の ビ ンの中心点 ωh(s-1)+Xlで
あ る.図3.6よ り,リ ンクの重 みの与 え方 に依 らずpが 大 き くな るにつれ,誤 差 率Eは 減 少す
る こ とが分 か る,ま た,硯i、 》kav,を満 たすPの 範 囲で は,誤 差率 ∈は リンクの重み の与 え
方 に依 らず低 い値 となって い るた め,図3.6の 結 果 が示 す精 度 で正規 化 ラプ ラシ アン行 列N
のスペ ク トル密度分布p(λ)がWignerの半 円則 に従 う ことが分 か る,
図3.7は,BAネ ッ トワー クに対 す る リンク存在確 率qを 変化 させ た 時 の最 小 次数 の2乗
礪i、と平均次 数 た。v,の変化 を示 した もので あ る.こ こで,BAネ ッ トワー クはno=・ninニ20
のBAモ デルで 生成 したネ ッ トワー クであ る.qが 大 き くな るにつれ て 裾、i、とkaveは共 に増
加 して い るが,klt、ir、は た。v.に比べ て増加速 度 が大 きい こ とがわか る,ま た,文 献[55]で明 ら
か にされ てい る条件 礪ilエ》k。v.を満 たすに は,少 な くとも 裾、h上>kav,でな けれ ばな らない
ため,9≧0.7と な る必 要が あ る.
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図3.7=BAネ ッ トワー クに対 す る最小次 数 の2乗 と平 均次 数
図3,8～図3.10は,BAネ ッ トワー クに対す るリン ク存在確 率q=O,5,0,9とした時 に リン
クの重 み を指 数乱 数,一 様乱 数[0,4]及び カイニ乗 乱数 で与 えた際 の それ ぞれ の正 規化 ラプ ラ
シァ ン行 列Nの スペ ク トル密 度分布 ρ(λ)をヒス トグラムで示 した ものであ る.た だ し,ヒ ス
トグ ラムの表 示方 法 は図3.3と同 じで ある.図3.8～ 図3.10をみ る と,q=0.5で はスペ ク ト
ル密度 分布 がWignerの半 円則 を破 ってい るこ とが わか る.一 方,qニ0.9で はス ペ ク トル 密
度分布 がWignerの半円則 に よ く従 って い るのが わか る.し たが って,正 規 化 ラプラシ アン行
列Nの スペ ク トル密度 分布 ρ(A>がWignerの半 円則 に従 うた め には,qが 大 きい値 で ない と
いけない ことが予想 され る.
図3.11は,BAネ ッ トワー クの リ ンク存在 確率qの 変 化 させ た時 に,リ ン クの 重み を固 定
値(ωij=1),指 数分 布(平 均2),及 び一様 分布(範 囲[0,4Dでそれ ぞれ与 えた 場合 のス ペ
ク トル密度関 数の誤 差率`を 示 した もので ある.そ の際 に,ス ペ ク トル密度関 数の誤差 率 ∈は
式(3,2)で計 算 した もので あ る.図3.11よ り,リ ンクの重みの 与 え方 に依 らずqが 大 き くな
るにつれ,誤 差率 ξは減 少す る こ とが分 か る.ま た,礪i、 》kav.を満 たすqの 範 囲 で は,誤
差率6は リンクの重 み の与 え方 に依 らず低 い値 とな ってい るた め,図3,11の 結果 が示 す精 度
で正 規化 ラ プラシ ア ン行列Nの スペ ク トル密 度分 布 ρ(λ)がWignerの半 円則 に従 う こ とが
分 か る.
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以上 の結 果 よ り,次 数条 件 嶋i、》kaveを満 た す場 合,ERネ ッ トワー ク及 びBAネ ッ ト
ワー クの正規 化 ラプ ラシア ン行 列Nの ス ペ ク トル 密度分 布 ρ(λ)は,リン クの重 みの与 え方
に依 らず 式(3.1)で与 え られ るWignerの半 円則 に従 うこ とが わか る.ま た,式(3.1)よ り,
Wignerの半 円分布 は正規化 ラプ ラシア ン行列Nの 最 大 固有 値 煽 または第2最 小 固有値 λ2
のみで描 くこ とが で き る.し たが って,硯i.》 砿v.を満 た す場 合,正 規 化 ラプ ラシ ア ン行 列
Nの スペ ク トル密度 分布p(A)はリンクの重み の与 え方 に依 らず λnまた は λ2のみ で求め る
こ とが で き る.λnま た は λ2に関 して の考察 は付録Aで 述 べ る,
23
第4章
情報伝播特性の分析
本章では,次 数条件 礁i、》 梶v.を満たす社会ネッ トワー ク上の情報伝播特性を分析する.
次数条件 を満 たさない場合には,知 人が極端 に少ない個人(リ ンク数が極端に少 ないノー ド)
の存在が考 えられ る(図4,1(a)).しか し,そのような個人が社会ネットワークの大半 を占
めるとは考えに くく,また,情 報伝播への寄与は小 さい.そ のため,本 研究では,そ のような
ノー ドは無視 し,図4.1(b)のような次数条件を満たす社会ネ ットワークを分析 の対象 とす
る.本 章の流れは以下の通 りであ る.まず,本 研究で用いる情報伝播特性の評価指標について
(a)次数条件 を満たさないネットワーク (b)次数条件を満たすネットワーク
図4.1:ネ ッ トワ ー クの 例
説明 した後,3章 で明 らかに した普遍的な性質に基づいて社会ネ ットワーク上の情報伝播特性
を分析する.さ らに,分 析結果の妥当性 を検証する.
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4.1情報伝播特性の評価指標
本研究では,新 しい商品の情報 な どが個人のロコミの連鎖によって広がってい くような情報
伝播 を想定 してい る.ロ コミの ような情報伝播では,知 人の多い個人(次数 の大きな ノー ド)
ほ ど情報が伝わ りやすい.
ネ ットワーク上のランダムウォークは,到 達確率が ノー ドの次数に比例す るという性質があ
る.そ のため,想 定す る情報伝播の特性を分析するために情報伝播をネッ トワーク上の ランダ
ムウォークとしてモデル化す る.社会ネッ トワーク上の情報伝播 においては,情報 が初 めて到
達す る時間(初 回到達時間)が 重要である.そ のため,社 会ネ ッ トワーク上 の情報伝播特性
の評価指標 として,ネ ッ トワーク ヒの ランダムウォークに対する初回到達時間の期待値 を用
い る.
文献[50]では,ネ ッ トワー ク上の ノー ドiか ら開始 した ラ ンダ ムウ ォー クが ノー ド」に初 め
て到達 す る時間 ∫η の計算 式 として次 式が示 され てい る.
ん 一2E嘘 素(q書(ゴ)q,s(i)q,,(ゴ)d
、 〉偏)
(4.1)
ここで,蝋 の は正規化 ラプラシアン行列Nの5番 目の固有値 に対する固有ベク トルの第i成
分である.ま た,ノ ー ドぜか ら他 の全てのノー ドゴへの初 回到達時間の期待値 視 は次式で求
めることができる.
て　
一 碧2結1ん
一獣(π π¥ω一慰 卿 可)
　　一詳
(42)
(43)
上 式 の 期 待値 で は ノー ド ゴへ の情 報 の 到 達 しや す さ を更 に加 味 し,ノ ー ド ゴへ の 到 達 確
率dj/2Eを 用 い て 初 回 到達 時 間 の 期 待 値mを 計 算 して い る.式(4.2)か ら式(4.3)
へ の 計 算 は,qsが 正 規 直 交 固 有 ベ ク トル で あ る こ と,及 び λ1に 対 す る固 有 ベ ク トル が
q1=(v研,...,～砺)で あ るこ とを利用 して い る,式(4.3)を み る と,初 回 到達 時間 の期 待
値mはNの 固有値 λ,のみに よって計算 で き るこ とがわか る,ま た,初 回到 達時 間の期待 値
祝 は出発 ノー ド琶に依存 しないた め,任 意 の ノー ドの組@,の に対す る初 回到 達 時間の期 待値
と同値 で あ る.
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4.2ランダム行列の性質の適用
本節で は,3章 で明らか にした普遍的 な性質(正 規化 ラプラシアン行列Nの スペク トル密
度分布がWignerの半円則 に従 う性質)を用いて社会ネッ トワー ク上の初回到達時間の期待値
mを 分析する.
正規化 ラプラシアン行列Nの スペク トル密度分布がWignerの半円則で与 えられる場合,
初 回到達時間の期待値mは 次の ように計算 され る.た だ し,詳 細な導出過程 は付録 で説明
する.
　　
一 獄
濃(n-・)ρ(λ)dλ(4・4)
藷 ≡跡 去(An-1)2-(λ一1)・dλ
一2(㌻1)f
。"(An一鑑 θ+、dθ
一 許 尋(1-・ 一(An-・)2)(4・5)
式(4.5)をみ る と,初 回到達 時間 の期待値mは 正規 化 ラプ ラシア ン行 列Nの スペ ク トル密
度 分布 ρ(λ)の半径 λ,、-1とノー ド数 η で決定 され る ことが分 か る.ま た,半 径 煽 一1に 対
す る初 回到達 時 間 の期待値mの 微分 係数 を計算 す る と,mは 半径 λn-1に 対 す る増加 関 数
で あ る こ とが 分 か る.し たが って,正 規化 ラ プ ラシ ア ン行 列Nの ρ(λ)の半径 λn-1が 増
加す る とネ ッ トワー ク上 の情報伝 播速度 が遅 くな る とい える.ま た,正 規化 ラプ ラシ ア ン行 列
Nの スペ ク トル密度分布 の半径 は0<λn-1<1で あ るた め,初 回到達 時間 の期待 値mの
上限inf伽 と下限supmは 以下 の よ うにな る.
infmニ2(n-1) (4.6)
supm=(71-1> (4.7)
そのため,ノ ー ド数 πが同 じであれば社会ネ ットワー クの構造が異なっても初回到達時間の期
待値 鵠 は最大で2倍 しか変わらないことが分か る.
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4.3妥 当性 の検証
本節で は,正規化 ラプラシアン行列Nの スペク トル密度分布p(λ)がWignerの半 円則に
従 う と仮定 した場合の初 回到達時間の期待値mの 式(4.5)の妥当性を検証 す る.妥 当性を
検証す るために,正規化 ラプラシアン行列Nの ρ(λ)がWigllerの半円則 に従 うと仮定 した
式(4.5>,及び仮定 しない式(4,3)の計算結果 を比較 し,誤差が どの程度存在するか を調べ
る.誤差の定義 として次の誤差率 とを用 いる.
E_lm-m'1×100
視 (4.8)
妥 当性 を検 証 す るため に1000x1000のネ ッ トワー ク構 造 を表 す ランダ ム行 列 を50回 生成
し,そ れぞれ の場 合 に対 す る誤差 率 との平 均値 を計算 す る.そ の際3,3節 と同様 に,ERネ ッ
トワー ク及 びBAネ ッ トワーク を用 いて妥 当性 を調べ る.こ れ らの ネ ッ トワー クで は現 実 の
ネ ッ トワー ク とは異 な り,ノ ー ドが 密 に繋 っ た ク ラス タが ほ とん ど存 在 しな い.し か しなが
ら,一 般 的 に,ク ラス タ内で は情 報 は伝播 しや すい ため,ク ラス タが存在 す る場 合 はそれ を一
つ の ノー ドとみ なせ ば,本 節 の議論 が適用 で きる.
図4,2は,ERネ ッ トワー クの リン ク存在確 率Pを 変化 させ た場合 の誤差 率tの 平均値 を示
した ものであ る,次 数 条件 裾、in》kav.を満 たすPで は,リ ンクの重 みの・与え方 に依 らず低 い
誤 差率で あ る ことがわ か る.
図43は,BAネ ッ トワー クの リンク存在確 率9を 変化 させ た場合 の誤差 率 ξの平均値 を示
した ものであ る.次 数 条件kk,,、》k。v.を満 たす9で は,リ ンクの重 みの与 え方 に依 らず低 い
誤 差率で あ る ことがわ か る.
したが って,次 数条件 礪i、》k。。,を満 たす場 合,正 規 化 ラプ ラシア ン行列Nの スペ ク ト
ル密度分 布 ρ(λ)がWignerの半 円則 に従 うと仮定 した式(4.5)は妥 当で あ る と言 え る,
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第5章
結論
本稿では,社 会ネッ トワーク上の情報伝播特性の分析 を目的 として様々な検討 を行った.社
会ネ ッ トワークは,リ ンクの重みを含 めた詳細 なネ ットワーク構造を得 ることは困難であるた
め,構 造を既知 とした分析は現実的ではない.そ こで,ま ずは異なるネットワークモデルに対
して リンクの重みに依 らない普遍的な性質が あるか どうかを調査 した.具 体的には,ERネ ッ
トワー ク及びBAネ ットワークに対するリンクの重みを異なる確率分布関数 に従 う乱数で与
え,そ れ らの正規化 ラプラシアン行列Nの スペ ク トル密度分布に普遍的な性質があるか どう
かを調査 した,そ の結果,普 遍的な性質 として次の ことを実験 的に明 らかにした.ERネ ット
ワーク及びBAネ ッ トワークに対する次数の最小値 と平均値をそれぞれkmi、、及びkav.とした
場合 に 裾、i、》 んav.を満たす時,正 規化 ラプラシアン行列Nの スペ クトル密度分布は,リ ン
クの重みの与え方に依 らずWignerの半円則 に従 う.ただ し,Wignerの半円分布は最大固有
値 λnまたは第2最 小 固有値 λ2のみで描 くことがで きる.し たがって,嶋in》 砿v.を満た
す時,ERネ ッ トワーク及びBAネ ットワークに対する正規化 ラプラシアン行列Nの スペク
トル密度分布 は,リ ンクの重みの与え方に依 らず最大固有値 煽 または第2最 小固有値 λ2の
みで近似的に求めることができる.
次 に,明 らかにした普遍的な性質に基づいて,社 会ネッ トワーク上 の情報伝播特性の分析を
試みた.こ こでは,社 会ネッ トワーク上 の情報伝播 をランダムウォークとしてモデル化 し,各
ノー ドへの初回到達時間の期待値mに 着目 した.初 回到達時間の期待値mは 正規化 ラプラシ
アン行列Nの 固有値 の逆数の和 によって計算 される,そ こで,正 規化 ラプラシアン行列N
のスペク トル密度分布がWigllerの半円則 に従 うと仮定 し,初 回到達時間の期待値mを 分析
した.そ の結果,次 の ことを明 らかにした.
・初 回到達 時間の期待値mはWignerの 半 円則 にお ける半 径(λ,z-1また は1-A2)及
び ノー ド数で決 ま る.
・ ノー ド数 が等 しいネ ッ トワー クにお いて は初 回到達 時間 の期待 値mの 下 限 と上限 の差
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は最大で2倍 である,
本稿の結果 は,重み付 きのERネ ットワー ク及びBAネ ットワークによるものであるため,実
際の社会ネッ トワークとは異な り,ノー ドが密 に繋ったクラスタがほとん ど存在 しない.し か
し,一般的にクラスタ内で は情報 は伝播 しやすいため,ク ラスタが存在する場合はそれを一つ
のノー ドとみなす ことで,本 稿の議論が実際の社会ネ ットワー クにも適用可能であると考え ら
れる.
今後の課題 は,正 規化 ラプラシアン行列Nの 固有値 だけではな く,固有ベ クトルの普遍 的
性質について調査 し,社会ネ ッ トワーク分析に応用できるか どうかを検討することである.
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付録A
正規化ラプラシアン行列の最大固有
値 と他のパラメータの関係性
3.3節で述 べ た とお り,次 数条 件 た言、i、》kav.を満 たす 場合,ERネ ッ トワー ク及 びBA
ネ ッ トワー クの正 規化 ラプ ラシ アン行 列Nの ス ペ ク トル密度 分 布 ρ(λ)は,リンクの重 みの
与 え方 に依 らず式(3.1)で与 え られ るWignerの半 円則 に従 うため,正 規化 ラプラ シアン行 列
Nの 最 大 固有値 λ,,または第2最 小 固有値 λ2のみで求 め るこ とが で き る,そ のため,正 規 化
ラプ ラシ ア ン行列Nの 最大 固有値 λ,tは重要,本 研 究 にお いて重要 な値 で あ るた め,よ り深
く考 察 す る必 要性 があ る.そ こで,以 下 で は正規化 ラプ ラシ アン行列Nの 最大 固有値 煽 と
他 のパ ラメー タ との関 係性 を調査 した結果 を述 べ る,
まず,正 規 化 ラプラ シア ン行列Nの 最 大 固有値 λnと他 のパ ラメー タ との関係性 を調 査 す
るた めに,本 研 究 で用 い た主 なパ ラメー タを以下 に ま とめ る.
● ノ 一ー ドi数n=1000
■ リン クの 重 み ω{ゴ
● リ ン クの 存 在 確 率p,q
ノー ド数 π と正規化ラプラシアン行列Nの 最大 固有値 λ,、に関連があるこ とは自明である.
そのため,本 稿では正規化 ラプラシアン行列Nの 最大 固有値 λ,、とリンクの重みWij及び リ
ンクの存在確率P,qの関係性について調査する.
正規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 煽 とリンクの重みWijの関係性 を明 らかにす る
には,リ ンクの重みを異なる確率分布に従 う乱数で与 えた ものを比較すればよい.し たがっ
て,本 研究で用いたネ ットワー ク構造を表す ランダム行列を用いて正規化ラプラシアン行列
Nの 最大固有値 λπとリンクの重み ωijの関係性 を調査する.
図A.1は,正規化ラプラシアン行列Nの 最大固有値 λ,、とリンクの重み ωtjの関係性の調
査結果を示 した ものである.た だし,グ ラフの横軸は リンクの重み ωりの平均を表す.ま た,
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図A・1=正規 化 ラプラシ アン行列Nの 最 大 固有値 λnと リンクの重 み ωη の関係性
ERネ ッ トワー クに対す る リン クの存在確 率P=0.03,BAネ ッ トワー クに対 す るリンクの存
在確 率g=1.0と した.図A.1よ り,与 える乱 数 ご とに リン クの重み 切ゴの平 均 を変化 させ て
も正規化 ラプラシ ア ン行列Nの 最大 固有値 λnにほぼ影 響が な い こ とが わか る.ま た,リ ン
クの重 み の与 え方(乱 数 の種 類)に よって正規 化 ラプ ラシア ン行列Nの 最 大 固有値 λ,、は異
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なる値 をとることがみて とれ る.し たがって,正 規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 λn
は,リ ンクの重み ωりの大きさ とは無関係だが,リ ンクの重みの与え方(与 える乱数が従 う確
率分布の形状)と 関係性があると考 えられ る.
そこで,正 規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 煽 と関係性があるリンクの重みを与 え
る乱数が従 う確率分布の形状に関わる指標 との関係性を調査する,分 布の形状に関わる指標 で
平均以外によ く知 られているもの として分散があるが,分 散は平均の変化 と伴って変化するた
め,正 規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 λnと関係性 はない と考えられ る.ま た,平 均
や分散以外の分布の形状に関わる指標 として歪度(skewness>や尖度(kurtosis)がある.
。歪度:分 布の非対称性を示す指標であ り,以下の式で計算 され る.
E[(X一 μ)3]
σ3
これは平均 まわ りの3次 モーメントを σ3で規格化 したものであ る.ま た,
近い値 となるにつれて分布が左右対称にな る.
・尖度:分 布の尖 り具合を示す指標であ り,以下の式で計算され る.
E[(x一 μ)4]
-3
σ4
これ は平均 まわ りの4次 モ ー メン トを σ4で規 格化 した もの であ る.ま た,
分 布の 尖度 を0と す るた めで あ る.
(A、1>
歪度が0に
(A.2)
一3は 正 規
ただ し,平均を μ,分散を σ2とする,
ここで,本 研究で用いたカイニ乗乱数,一 様乱数 指数乱数 と後に用 いるボアソン乱数のそ
れぞれが従 う確率分布の歪度及び尖度について まとめた表 を以下に示す.た だ し,カイニ乗乱
数の 自由度は3と する.表A,1より,本研究で用いたカイニ乗乱数,一 様乱数,指 数乱数の歪
表A,1=乱数 ご との歪度 と尖度
カイニ乗乱数 一様乱数 指数乱数 ボアソン乱数
歪度 2而/3 0 2 1汽嘔
尖度 4 一6/5 6 1/μ
度及 び尖度は,そ れぞれの乱数が従 う確率分布の平均 μに依存 しない値であることがわかる.
対 して,ボ アソン乱数 は歪度及び尖度が確率分布の平均 μに依存す ることがみて とれる,し た
がって,平 均 μの変化 に対す るリンクの重みをボアソン乱数で与えた正規化 ラプラシアン行列
Nの 最大固有値 λnの変化を調査することで,歪 度及び尖度 と正規化 ラプラシアン行列Nの
最大固有値 λπの関係性 を知 ることができると考えられ る.た だ し,ボ アソン乱数が従 うポァ
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ソン分布 は離散分布であるが,ERネ ットワーク及 びBAネ ットワークの リンク存在確率p,q
は二項分布 に従 っているため,そ れ らのリンクの重みを離散分布で与 えることは問題がないこ
とを述べてお く.
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図A.2:平均 μの変化 に対す る リン クの重み をボ ア ソン乱数 で与 えた正規化 ラプ ラシ ア ン行列
Nの 最大 固有値 λnの変化
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図A,2は,ボ アソン乱数が従 うボアソン分布の平均 μの変化に対するリンクの重みをポァ
ソン乱数で与 えた正規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 λnの変化を示 したものである.
ただ し,ERネ ッ トワークに対する リンクの存在確率p=O.03,BAネットワ 一ークに対するリ
ンクの存在確率qニ1.eとした.図A.2よ り,ボ アソン乱数が従 うボアソン分布の平均 μが
大 き くなるにつれて,正 規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 λπが減少 しているのがみて
とれる,し たがって,図A.1,図A.2及び表A.1より,正規化 ラプラシアン行列Nの 最大固
有値 λπは リンクの重みを与える乱数が従 う確率分布の歪度及び尖度 と関係性があると考 えら
れる.
次に,歪 度 と尖度の どちらが正規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 煽 に影響を及 ぼ し
ているのかを調査する.し か し,表A,1より,一一つの乱数が従 う確率分布の歪 度を固定 しつつ
尖度を変化 させ ること及 びその逆 は困難である.そ こで,本 研究では異 なる乱数が従 うそれぞ
れの確率分布 の歪度及び尖度の どちらか一方を同 じ値 にし,歪度及び尖度 と正規化 ラプラシア
ン行列Nの 最大固有値 λnとの関係性 を明 らかにす ることを試みる.表A.1をみ ると,ボ ア
ソン乱数 に従 う確率分布の平均 μ=1/4のとき,指 数乱数 に従 う確率分布の歪度2と 等 しく
なる,ま た,ボ ア ソン乱数に従 う確率分布の平均 μ=1/6のとき,指数乱数に従 う確率分布の
尖度6と 等 しくなる,し たがって,以 下ではリンクの重みをボアソン乱数に従 う確率分布の平
均 μ=1/4及び平均 μ=1/6で与えた正規化ラプラシアン行列Nの 最大固有値 λnとリンク
の重みを指数乱数で与えた正規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 煽 を調査する.
表A.2及び表A.3は,ERネットワーク及びBAネ ットワークに対するリンクの重みをボア
ソン乱数に従 う確率分布の平均 μニ1/4及び平均 μニ1/6で与 えた正規化 ラプラシアン行列
Nの 最大固有値 λnとリンクの重みを指数乱数で与 えた正規化ラプラシアン行列Nの 最大固
有値 λnを示したものである,た だ し,ERネッ トワークに対するリンクの存在確率p==O.03,
BAネ ットワークに対するリンクの存在確率qニ1.0とした,表A2及 び表A.3より,リ ン
表A2:ERネ ットワークに対する最大固有値 煽 と歪度及び尖度の関係性
μ ニ1/4 μ=1/6
煽(指 数乱数) 1.48 1.48
㌔(ボ アソン乱数) !.74 1.85
表A.3:BAネットワー クに対する最大固有値 λnと歪度及 び尖度 の関係性
μニ1/4 μニ1/6
煽(指 数乱数) 1.43 1.43
λ,,(ボア ソン乱数) 1.67 1.83
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クの重みをボアソン乱数に従 う確率分布の平均 μ=1/4及び平均 μ=1/6で与えた正規化 ラ
プラシアン行列Nの 最大固有値 λnとリンクの重みを指数乱数で与 えた正規化 ラプラシアン
行列Nの 最大固有値 煽 は,乱 数 ごとに異なる値であるこ とがわか る.し たがって,歪 度及
び尖度の両方が正規化 ラプラシアン行列Nの 最大 固有値 λ肌と関係があるといえる.た だ し,
前述した ように,歪度を固定 しつつ尖度を変化させ ること(またはその逆)は 困難であるため,
どちらのパラメータが どの程度正規化 ラプラシ アン行列Nの 最大固有値 煽 に影響を与 える
のかまでは調査ができず,今 後 の課題 とす る.
次に,正規化 ラプラシア ン行列Nの 最大固有値 λ,、とリンクの存在確率p,qの関係性 を調
査する.図A.3は,正規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値 煽 とリンクの存在確率p,qの
関係性の調査結果を示 した ものである.ただ し,リンクの重みWijの平均は2と した.図A.3
より,ERネ ッ トワーク及びBAネ ッ トワークに対するリンクの存在確率p,qが大 き くなる
につれて,正 規化 ラプラシアン行列Nの 最大 固有値 煽 が リンクの重みの与え方によらずほ
ぼ等 しく減少す ることがみて とれ る.したが って,正 規化 ラプラシアン行列Nの 最大固有値
λπは リンクの重 みの与 え方 によらず ネッ トワークの リンク数 と関係性があ ると考えられ る.
この結、果は,文献[52]で報告 されているリンクに亟みがない場合 における結果 と同様な結果で
ある.
したが って,本 節の結果 をま とめると,正規化 ラプラシアン行列Nの 最大 固有値 λ,、は リ
ンクの重み 砺ゴを与える乱数が従 う確率分布の歪度及び尖度 と関係性があること,またネッ ト
ワークの リンク数 と関係性があることがわかった,
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図A.3=正規化 ラプ ラシアン行 列Nの 最 大固有値 λ,、とリンクの存在確率p,qの関係性
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付録B
Wignerの半円則を用いた初回到達時
間の期待値の導出
以下 で は,1il規化 ラ プラシ ア ン行 列Nの スペ ク トル密 度分 布p(λ)がWignerの半 円則 の
式(3.1)に従 う場合 に求 まっ た初 回到 達II寺間 の期末肇値mの 式(4.5)の詳 細 な導 出過 程 を示
す,初 回到 達II寺間 の期 待値mは 式(4.4)より,正 規 化 ラプ ラシア ン行 列Nの ス ペ ク トル密
度分布 ρ(λ)を用 いて 以下 の よ うに書 くこ とがで きた,
… 焉 美(n-・)ρ(λ)dλ
ここで,正規化 ラプラシアン行列Nの スペク トル密度分布 ρ(λ)がWignerの半円則に従 う場
合,初 回到一達時間の期待値mは 以下の ように書 くこ とができる,
一 β@-1)1
,ln、T・一()t-1)2d,IX
(B.1)
ここで,rはWignerの半 円分布 の半径で ある.正 規化 ラプ ラシ ア ン行列Nの 最 大固有値 煽
また は第2最 小 固有値 λ2を用 いて,7i=煽 一1ま たはr=1一 λ2で与 え られ る.変 数 変換
煽 一1=rcosθを用 い る と,式(Bユ)は 以 ドの よ うに計算 で き る.
m-2(k,Z')罵11ぎ学1dθ
一2(穽舜1)ズ≒
。1譜.S:2-gedθ
一2(罪謀 篇 圭
1+1-rc・・θ)dθ
=1ユ(r)十12(r)(B .2)
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た だ し11(r>および12(r)は次 式で与 え られ る.
・・(・)-2(罪舜1)∠ 論 辛1dθ(B3)
・2(r)-2(篇1)f
。π(1-rc・sθ)dθ(B・4)
上 式 にお け るIl(r)を求 めて い く.三 角 関数 に おけ る半 角 の公 式 を用 い る と,ll(r)は次 の よ
うに計算 で き る.
2(n-1)1
1(r)ニ
π 『2
πr2 _1×∠ dθ
r(・・s2豊一 ・in2号)+C・S2書+sin29
-2(穽舜1)f
。"(1+r)c。、2安希 一r>、in・書dθ
・・2(箒1)f
。π(、+r)fl、三1。)tan2gc。1・睾dθ
一2(穿舜1)∠π
1一毒 器n・睾,.1・豊dθ(B・5>
ただ し,iは 虚数単 位で あ る.こ こで,a=}i,f:七an塞とお くと・Il(r)は以下 の よ うに計 算
で きる.
・・(・)-2〔舞1)f
。..手写d皿
一2(舞1)f
,'.(-de)(∴+、 勃d皿
一2(募舜1)(-pm)
×[li・9(・+i・)一÷1・9(・-ir)r
-2(鼻舜1)(i>「1=戸)
×無[1・9(・+ix)-1・9(・-ix)1(B・6)
さ らに,x=)zlexp(iarg(z>>より,log(z)=loglzl+iarg(x)を用 い る と式(B.6)は 次 式
で 与 え られ る,
・・(・)-2(罪孟1)(i>惇)熟2itan-・(x)
一 一2(等r1)vfi':'F7(B・7)
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次 に,12(r)を求めて い く.12(7')は次式で 与 え られ る.
・2(r)-2(穿舜1)f
。π(1-… ・θ)dθ
一2(#i
.3-+、1)[θ一油 θ];
-2(㌻1)(B .8)
式(B,7)及び式(B8)を 式(B.2)に代入 す る と,以 下 の よ うに式(4.5)を導 出で きる.
mニ ∫1ω+∫2ω
一2(筆1)(1-fi)(B・9)
